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Gauge-invariant Caleulation of Diamagnetism and Chemical Shift 111.. Incre-
mentary Calculation of the Susceptibility- and Shielding Tensors of Protons and
BC-Nuclei of Polyatomic Molecules Based on a Semiclassical Model

The procedure derived in 16 was used to calculate the magnetic susceptibi-
lities and the magnetic shielding of a series of diamagnetic molecules (CH,,
CHg, CoHy, C;H,, and HCN). The model requires only the knowledge of the
unperturbed electron density. An incrementary treatment of the susceptibility-
and shielding tensors is based on a partition of the electron density into
localized parts.

The values obtained by this procedure are in good agreement with
experimental results in the case of susceptibilities and magnetic proton-
shieldings. The results for the 3C-shielding however are not satisfactory.

( Keywords: Chemical shift, theoreticel calculation; Diamagnetism; Gauge
nvariance ) :

1. Problemstellung

Die zur Berechnung der magnetischen Eigenschaften von ein-
fachen Systemen (wie z.B. H,, N,, CO) mit Erfolg angewendete
Hartree-Fock-Stérungsrechnung erweist sich beim Ubergang zu kom-
plizierteren Molekiilen als relativ aufwendig.
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Es wurde daher in den vorhergehenden Mitteilungen3.10 gezeigt,
wie man auf einem einfacheren Weg zu realistischen Werten des
Diamagnetismus und der chemischen Verschiebung zweiatomiger Mole-
kitle gelangt und den Vorteil einer inkrementéren Berechnung auf der
Grundlage lokalisierter Orbitale ausnutzen kann. Da in die hier mit-
geteilten Berechnungen stets lokalisierte Wellenfunktionen eingehen,
war keine wesentliche Steigerung des Aufwands beim Ubergang von
zwelatomigen zu mehratomigen Molekiilen zu erwarten.

In 10 igt bereits darauf hingewiesen worden, dal} (wie in 1 und 2
gezeigt wird) die Ausgangsbeziehungen unserer Methode im Rahmen
des klassischen Stromdichteformalismus erhalten werden kénnen. Wir
gehen in Abschnitt 2 auf diese Zusammenhénge noch etwas niher ein.

Es soll weiterhin gezeigt werden, dalBl die Anwendbarkeit und
Genauigkeit der vorliegenden Methode von der Natur (s- bzw. =-
Orbitale) und dem Néherungscharakter der Wellenfunktion abhéngen.
Da das hier verwendete Verfahren keinerlei empirische Parameter
enthélt, ist eine detaillierte physikalische Interpretation der Ergebnisse
im Rahmen des verwendeten Modells der Elektronendichteverteilung
méglich.

2. Physikalisches Modell

Die Berechnungen der magnetischen Suszeptibilitit und magne-
tischen Abschirmung von Kernen diamagnetischer Molekille beruhen
auf der Moglichkeit, beide Groflen nur unter Benutzung der Elektro-
nendichte ep (¥) des Molekiils bei Abwesenheit eines dulleren magne-
tischen Feldes ug H =py HA (4 ist der Einheitsvektor in Feldrichtung
und p, die absolute Permeabilititskonstante) zu ermittelnt—6. Die
Grundgleichungen

o CWo L

V=""pexit+vo, (1)
2m

j=eeV und div.j=0, 2)

kénnen sowohl im Rahmen der klassischen Elektrodynamik!-2 als auch
aus der Quantenmechanikl-6¢ abgeleitet werden. (j ist die im Modell
induzierte Stromdichte, m ist die Elektronenmasse, e die Ladung eines
Elektrons und U ein Geschwindigkeitspotential). Wir setzen das Ge-
schwindigkeitspotential als Potenzreihe an:

ijk

Die mathematische Behandlung wurde in 3 ausfithrlich dargestellt.
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Aus der damit gewonnenen Stromdichte j kann das am Kernort 1
erzeugte Abschirmfeld H' (¥;) und damit der Tensor & der magnetischen
Abschirmung des Kerns bestimmt werden:

>

N 1 1 Tn—T7T
Hw%>=4ﬁf%%?;ﬁ?~dr @
H () =— ¢ H (5)

Der Tensor der magnetischen Suszeptibilitit ¥ wird aus dem resul-
tierenden magnetischen Moment h berechnet:

1 -
*=—'de 6
m 4an T (6)
m=5H (7)

Da wir die magnetische Suszeptibilitit und magnetische Abschirmung
der Kerne des Molekiils aus der Elektronendichte herleiten, miissen wir
bei der inkrementéren Behandlung eines Molekiils die Elektronendichte
in einzelne Betréige aufteilen. Die Summe der Tensoren der Suszeptibili-
tat und Abschirmung der einzelnen Beitrige soll dann den Tensor der
Suszeptibilitdit und Abschirmung des ganzen Molekiils darstellen. Die
Bedingungen fir die Anwendbarkeit dieses Modellansatzes werden in 2
ausfithrlich diskutiert.

Bei der Aufteilung der Elektronendichten folgten wir dem von
Polak? gezeigten Weg und somit den Vorstellungen einer Inkrement-
systematik, wie sie von Haberditzl® u.a. vorgeschlagen wird. (Eine
neuere Ubersicht findet man z. B. in .) Die Beitriige der Bindungen,
inneren Schalen und einsamen Elektronenpaare zur magnetischen
Suszeptibilitdt und magnetischen Abschirmung von Kernen diamagne-
tischer Molekiile werden einzeln aus den entsprechenden Dichteanteilen
berechnet.

3. Verwendete Elektronendichten
Wir verwendeten fiir die Berechnungen die von Polak” angegebenen
SLO’s (,,strictly localized orbitals™) fur CH,, CoHg, CoH,, CoHy und
HCN. Es ist jedoch im Rahmen des Verfahrens notwendig, eine
Transformation der SL(O’s in das jeweilige Bindungskoordinatensystem

durchzufithren. Die Elektronendichten pap der SLO’s haben im all-
gemeinen folgende Struktur:

oap =2 (p" +b ") (8)
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wobei ¢* und q;B Hybridorbitale darstellen, die am Kern A bzw. am
Kern B zentriert sind. ¢ ist ein Normierungsfaktor und b ein Polaritéts-
parameter. Die Hybridorbitale sind Linearkombinationen von Slater-
Orbitalen. Fiir den Orbitalexponenten des 1s-Orbitals des Wasserstoff-
atoms wurde ein von den Slater-Regeln leicht abweichender Wert von
1,2 verwendet. Die s-Orbitale wurden mittels des Lowdinschen Ver-
fahrens orthogonalisiert. Es werden die SLO’s verwendet, die aus
optimierten Hybridorbitalen aufgebaut sind und die optimal an die
Elektronendichte von ab initio SCF-Rechnungen mit Minimal-Basis-
satz angepalit wurden.

Den in 2 gezogenen SchluBfolgerungen entsprechend wurden die
Beitrige von Mehrfachbindungen zur magnetischen Suszeptibilitdt und
magnetischen Abschirmung von Kernen aus den gemeinsamen Elek-
tronendichten von =- und ¢-Orbitalen berechnet.

In 7 werden die Parameter, die n-Orbitale beschreiben, nicht explizit
angegeben. Deshalb haben wir hier klassische n-Orbitale verwendet (fir
das SLO der =-Bindung sind ¢® und oF die entsprechenden 2p-
Orbitale). Fiir das =-Orbital des HCN wurde der gleiche Polaritats-
parameter b wie fiir die CN-c-Bindung verwendet.

4. Berechnung der magnetischen Suszeptibilitit

Die Werte fir die Suszeptibilitdt der SLO’s gind in Tab. 1 zusam-
mengestellt. Sie beziehen sich stets auf das Bindungskoordinaten-
system (z-Achse in Richtung der Kernverbindungslinie). Beim Uber-
gang zum Molekiilkoordinatensystem miissen entsprechende Trans-
formationen vorgenommen werden (siche z.B. 10). Die SLO’s der
inneren Schale haben fiir eine Atomsorte einen vom Molekiil unab-
hangigen charakteristischen Wert, da diese SLO’s nur durch eine
Lowdin-Orthogonalisierung der 1s- und 2s-Slater-Orbitale erhalten
werden. Vergleicht man in Tab. 2 die berechneten mit den experimen-
tellen Werten, so sieht man, dafl die mittleren Suszeptibilitdten ¥
relativ gut mit dem Experiment iibereinstimmen. Die ¥-Werte fiir
Methan und Ethan sind zu niedrig und die fiir die =-Systeme Ethen,
Ethin und HCN zu hoch. Fur die Anisotropien erhdlt man in allen
Fillen zu niedrige Werte. In Tab. 2 sind weiterhin Ergebnisse aufge-
fithrt, die Ditchfield, Miller und Pople mit der Hartree-Fock-Storungs-
rechnung erhielten. Wahrend diese Methode bei zweiatomigen Mole-
kiilen gute Resultate liefert (siehe z. B. 16), wird bei den vorliegenden
Systemen eine viel zu groBe Suszeptibilitdt erhalten. Das Verfahren
liefert zu geringe paramagnetische Beitrige (Van Vieck-Term), da die
zur Beschreibung der gestérten Wellenfunktion verwendeten Basis-
satze offenbar zu klein sind. Geht man vom lokalisierten Bild der
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Tabelle 1. Beitrdge der SLO’s zur Suszeptibilitdt von CH,, CHz—CH,,
CH,=CH,, HC=CH und HC=N (y in 10-% cgs-Einheiten)

Molekiil SLO XL ya|
CH, iCa —0,18 —0,18
CH —3,77 —3,42
CH,—CH, CH 380 341
Cc—C —3.58 —3,45
CH,=CH, CH —3,70 —3,48
HC=CH CH —3,63 —3,65
C=C — 16,24 — 15,34
HC=N iNa —0,13 —0,13
CN —3,62 — 3,68
C=N — 13,90 — 12,59
1sNb —2,18 —2.88

Txx Lyy Yz

CH,=CH, C=Ce 8,35 — 11,17 —8.31

2 Beitrag der inneren Schale.
b Beitrag des einsamen Elektronenpaares.
¢ z-Achse senkrecht zur Molektlebene.

Tabelle 2. Vergleich der berechneten Suszeptibilititen mit experimentellen Werten
und deren Berechnung in 11. z-Achse in Richtung der C—C-Bindung, y-Achse

1 i
senkrecht zur Molekiilebene; Ay =y, 5 Orxx + xwy ) X = 3 (txx + Ayy T Xzz)

Molekil Kompo-  Ber. Lit. 1 Exp.
nente
CH, X 14,78 24 .4 17,4 £ 0,812
CHy—CH;  y, 2571 25,613
X 26,27 29,213
X 25,89 58.6 26,8 40,812
Ay +0,56 +3,613
CHy=CHy;  yuq 25,69
Yy 23,51
Y2z 23.27
¥ 24,16 404 18,8 £0,812
Ay —1,33
HC=CH XL 23.86 20,115 17,614
bl 23,00 24,615 25,214
% 23.57 34,7 21,615 20,114
Ay —0,86 +4.515 7,714
HC=N vl 20,01 247 14,415
x| 19,46 21,615
ya 19,83 16,815

Ay —0,55 47215
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Ladungsverteilung aus und wihlt ein Molekiilkoordinatensystem, so
liefern weit vom Ursprung dieses Koordinatensystems lokalisierte
Ladungsverteilungen groBe translatorische Beitrige zu y* (siehe z. B.
3,10). Da in den Berechnungen von Dilchfield et al.)! die Eichvarianz
nicht beriicksichtigt wurde, missen translatorische »*-Beitrige allein
durch den Stérungssatz erfalit werden.

Von den hier untersuchten Molekiilen wurde das Methan weitaus
am hiufigsten berechnet (eine Zusammenstellung der Werte findet sich
z.B. in 17). Mit Ausnahme der eichinvarianten Berechnungen von
Hamekals (§ =—13,7)* liegen alle diese Werte dem Betrag nach iiber
¥ =-—20. Mit einem lokalisierten Ansatz erreichten Maestro und
Moccial?® mit § = — 18,12 einen sehr guten Wert. Scharibdshanow und
Rebane? erhielten mit einer eichinvarianten Methode, die sich von der
vorliegenden im wesentlichen durch einen Ansatz fiir die Eichfunktion f
unterscheidet, fiir Methan den Wert § =-—16,4 (Slater-Orbitale) und
fiir Ethan § =—27,95 (Slater-Orbitale). Wir kénnen somit den SchluB
ziehen, dafl zur Berechnung mehratomiger Molekiile eichinvariante
Methoden unerlaflich sind. Bei der HF-Stérungstheorie kann Eich-
invarianz nur durch eine konsequente Verwendung von eichinvarianten
Atomorbitalen erreicht werden.

Da die CH,-Suszeptibilitdt haufig als Test fiir quantenchemische
Modellansitze benutzt wird, ist allerdings eine experimentelle Neu-
bestimmung winschenswert.

5. Inkrementeigenschaften der Suszeptibilititsbeitrige von lokalisierten
Orbitalen

Die Inkrementsysteme fiir den Diamagnetismus erlauben die Be-
rechnung selbst groBer organischer Molekiile innerhalb der experimen-
tellen Toleranzen und tibertreffen damit alle derzeitigen Moglichkeiten
quantenchemischer Berechnung8.1?. Zum Vergleich unserer Berech-
nung mit Inkrementen ist das halbempirische Atom-Bindungsinkre-
mentensystem von Haberdifz{8,17 besonders geeignet, da die Aufteilung
der (resamtsuszeptibilitdt in Einzelbeitrdge von Atomen und Bin-
dungen dem lokalisierten Bild der Elektronenverteilung entspricht.

Die in Tab.3 zusammengestellten Beitrige der inneren Schale
machen deutlich, dal3 diese Werte charakteristisch fiir das betrachtete
Atom und somit weitgehend unabhingig von dessen elektronischer
Umgebung sind.

Vergleicht man die C—H-Beitrage in verschiedenen Molekiilen, so

* Alle Zahlenwerte fiir Suszeptibilitaten werden in — 1076 cgs-Einheiten
angegeben.
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Tabelle 3. Beitrdge der inneren Schalen zur Suszeptibiliidt

Liy? LiHa LiFa
iLi 0,78 0,66 0,70
COe C
iC 0,18 0,18
N,® N
iN 0,14 0,13
CQOa
0 0,11
2 HFa LiFa
oF 0,084 0,083 0,088

2 LMO-Berechnung entnommen aus 10.

Tabelle 4. Berechnete Beitrige der CH-Bindung in verschiedenen Molekiilen

Molekiil CH-Beitrag CH-Inkrement nach 8
CH, 3,36

CH;—CH, 3,67 4,2
CH,=CH, 3,61 3.6
HC=CH 3,62 3.6

HC=N 3.62 3.6

Tabelle 5. Transferabilitit der SLO- und LM O-Bindungsbeitrige und Vergleich
mit Inkrementen fiir die Suszeptibilitiit

Molekiil LMO bzw.SLO Suszeptibilitdit  Inkrementnach®
COa 10 +2(1s0)? 3,75 3,6

HFa tF4+31tI)P 4,15 5,0

Fy2 tF 431t 3,92 5,0

N,# iN +16Nb 2,48 24
HC=N IN+1c NP 2,54 2,4
CH;—CHj c—C 3,54 3,6
CH,=CH, C=C 9,47 5,6
HC=CH c=C 15,93 13,519
HC=N C=N 13,46 9,219

a LMO-Berechnungen entnommen aus 10.
b Bezeichnungen nach 22,
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erhilt man einen nahezu konstanten Wert, und zwar unabhéingig vom
Hybridisierungszustand des C-Atoms. Bemerkenswert ist weiterhin,
daB das einsame Elektronenpaar des Stickstoffatoms nahezu die gleiche
Suszeptibilitat in N, sowie in HCN aufweist, obwohl im ersten Fall
LMO’s (lokalisierte Orbitale®?) und im zweiten Fall SLO’s zur Berech-
nung verwendet werden (siche Tab.5).

Betrachtet man Tab.5, so stellt man fest, daB berechnete und
halbempirische Inkremente durchaus vergleichbar sind. Deutliche Ab-
weichungen zeigen sich, dhnlich wie bei den Gesamtsuszeptibilitidten in
Tab.2, bei den =-Bindungen.

Aus der Parallelitit von theoretischen Werten und halbempirischen
Inkrementen und der Ubertragbarkeit der Werte zwischen verschie-
denen Systemen kann geschlossen werden, dall es méglich ist, auf der
Grundlage von lokalisierten Orbitalen ein wohldefiniertes Inkrement-
system auf theoretischer Grundlage aufzubauen.

6. Die magnetische Abséhirmung von Protonen und *C-Kernen

Ergebnisse von Berechnungen der magnetischen Abschirmung von
Protonen findet man in Tab. 6. In der zweiten Spalte ist der Beitrag der
C—H-Bindung zum Tensor der magnetischen Abschirmung dargestellt.
Spalte 3 enthélt die Summe der McConnel-Beitrige?3, wobei die dafiir
erforderlichen Tensoren der magnetischen Suszeptibilitdt aus Tab. 1
entnommen wurden. In Spalte 5 sind der Gesamttensor der magne-
tischen Abschirmung im Hauptachsensystem und die auf Methan
bezogenen Mittelwerte fiir die einzelnen Molekiile dargestellt. Spalte 4
enthalt die Elemente der Transformationsmatrix, die den Tensor der
magnetischen Abschirmung aus dem Koordinatensystem der C—H-
Bindung in das Hauptachsensystem transformiert. Die von Ditchfield?
berechneten Werte fiir 5 sind in Spalte 6 dargestellt und die bisher
vorliegenden experimentellen Ergebnisse fiir die magnetische Ab-
schirmung der Protonen in Spalte 7.

Alle berechneten Werte von s sind um etwa 4,5 ppm zu grof3, die
relativen auf CH, bezogenen Werte spiegeln die Tendenz innerhalb der
berechneten Reihe richtig wieder. Eine Ausnahme bildet dabei Ethen.

Ergebnisse von Berechnungen der magnetischen Abschirmung der
3C-Kerne sind in Tab. 7 zusammengestellt. Spalte 2 enthélt die Inkre-
mente der magnetischen Abschirmung in den Koordinatensystemen,
die den Symmetrien der jeweiligen Elektronendichten entsprechen.
Spalte 3 beinhaltet die Summe der McConnel-Beitrage, wobei die dafiir
erforderlichen Tensoren der magnetischen Suszeptibilitdt aus Tab. 1
entnommen wurden. In Spalte 4 steht die berechnete Gesamtabschir-
mung des Molekiils. Spalte 5 enthélt die von Ditchfield?> berechneten
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Werte und Spalte 6 experimentelle Ergebnisse fur die Tensoren der
magnetischen Abschirmung der 3C-Kerne.

Aus dem Vergleich der berechneten Werte mit dem Experiment
kann man erkennen, daf} die Abschirmtensoren von 13C-Kernen noch
relativ gut wiedergegeben werden, wenn das Molekill nur o-Bindungen
enthilt. Es treten jedoch sehr groBe Fehler auf, sobald eine =-Bindung
vom 18C-Kern ausgeht. Dies ist ausschlieflich auf die schlechte Be-
schreibung der paramagnetischen Abschirmung der 13C-Kerne zuriick-
zufithren, denn die o,,-Werte fur C,H; und HCN zeigen eine gute
Ubereinstimmung mit den Experimenten? und den Berechnungen von
Diichfield®.

Zusammenfassend 148t sich zur magnetischen Abschirmung sagen:
Wenn wir von der klassischen Interpretation der magnetisechen Suszep-
tibilitdt y und der magnetischen Abschirmung s ausgehen [Gleichungen
(4) bis (7)], so erkennt man, daf die Suszeptibilitit im wesentlichen
durch den Mittelwert der im Molekill induzierten Elektronenstrdme
bestimmt wird, wiahrend die magnetische Abschirmung eines Kerns vor
allem von der Stromdichte in Kernndhe abhingt.

Aus dem Vergleich der berechneten mit den experimentellen Werten
fiir 5 und y ergibt sich deshalb, dal} der verwendete Formalismus die in
Kernnghe induzierten Stréome wesentlich schlechter beschreibt als die
iber den Gesamtbereich des Molekiils gemittelte Stromdichte. Diese
Aussage wird auch dadurch gestitzt, dall die Elektronendichte in der
Néhe eines 13C-Kerns infolge der eingegangenen Bindungen sehr stark
variieren kann, wahrend die Elektronendichte in der Nihe eines
Protons im wesentlichen durch das 1s-Orbital des Wasserstoffatoms
bestimmt wird und nur im kernfernen Bereich variiert. Insbesondere
erscheint der Verlauf der Knotenflichen von grofler Bedeutung zu sein,
wenn man die relativ guten Ergebnisse des Tensors der magnetischen
Abschirmung von 13C-Kernen far CH, und C;Hg mit den schlechteren
Ergebnissen fiir C;Hy, CoH, und HCN vergleicht.

Dank

Herrn Dr. se. Schmiedel danken wir fiir anregende Diskussionen.
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