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Gauge-invariant Calculation of Diamagnetism and Chemical Shift I I i . :  Inc,~ 
rnentary Calculation of the Susceptibility- and Shielding Tensors of Protons and 

]3C-Nuclei of Polyatomic Molecules Based on a Semielassieal Model 

The procedure derived in 1-6 was used to calculate the magnetic susceptibi- 
lities and the magnetic shielding of a series of diamagnetic molecules (CH4, 
C2H6, C2H4, C~H2, and HCN). The model requires only the knowledge of the 
unperturbed electron density. An incrementary treatment of the susceptibility- 
and shielding tensors is based on a partition of the electron density into 
localized parts. 

The values obtained by this procedure are in good agreement with 
experimental results in the case of susceptibilities and magnetic proton- 
shieldings. The results for the 13C-shielding however are not satisfactory. 

(Keywords: Chemical ~hift, theoretical calculation; Diamagnetism; Gae(ge 
invariance) 

1. Problemstellung 

Die zur Berechnung der magnetischen Eigenschaften yon ein- 
fachen Systemen (wie z.B. H2, N2, CO) mit Erfolg angewendete 
Hartree-Fock-StSrungsrechnung erweist sich beim ~bergang zu kom- 
plizierteren Molekfilen als relativ aufwendig. 
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Es wurde daher in den vorhergehenden Mitteilungen 3,10 gezeigt, 
wie man auf einem einfacheren Weg zu realistischen Werten des 
Diamagnetismus und der chemischen Verschiebung zweiatomiger Mole- 
k/ile gelangt und den Vorteil einer inkrement/iren Berechnung auf der 
Grundlage lokalisierter Orbitale ausnutzen kann. Da in die hier mit- 
geteilten Berechnungen stets lokalisierte Wellenfunktionen eingehen, 
war keine wesentliche Steigerung des Aufwands beim ()bergang yon 
zweiatomigen zu mehratomigen Molekiilen zu erwarten. 

In 10 ist bereits darauf  hingewiesen worden, dab (wie in 1 und 2 
gezeigt wird) die Ausgangsbeziehungen unserer Methode im Rahmen 
des klassischen StromdichteformMismus erhalten werden k6nnen. Wit  
gehen in Absehnitt  2 auf diese Zusammenh/tnge noch etwas nS~her ein. 

Es soll weiterhin gezeigt werden, dab die Anwendbarkeit  und 
Genauigkeit der vorliegenden Methode yon der Natur  (~- bzw. u- 
Orbitale) und dem NS~herungseharakter der Wellenfunktion abhSmgen. 
Da das hier verwendete Verfahren keinerlei empirische Parameter  
enth~lt, ist eine detaillierte physikalisehe Interpretat ion der Ergebnisse 
im Rahmen des verwendeten Modells der Elektronendichteverteilung 
mSglieh. 

2. Physikalisches Modell 

Die Berechnungen der magnetischen Suszeptibilit/tt und magne- 
tischen Abschirmung yon Kernen diamagnetiseher Molekfile beruhen 
auf der M6glichkeit, beide Gr613en nur unter  Benutzung der Elektro- 
nendiehte e p (~) des Molekiils bei Abwesenheit eines /tugeren magne- 
tischen Feldes ~0 H =~0 H fi (fi ist der Einheitsvektor in Feldriehtung 
und ~0 die absolute PermeabilitS~tskonstante) zu ermitteln 1-6. Die 
Grundgleiehungen 

v = e ~ 6 H ( ~  x ~ + v u ) ,  (1) 
2m 

i = e p V  und div. j = O ,  (2) 

k6nnen sowohl im Rahmen der klassisehen Elektrodynamik 1, 2 als auch 
aus der Quantenmechanik 1-6 abgeleitet werden. (j ist die im Modell 
induzierte Stromdichte, m i s t  die Elektronenmasse, e die Ladung eines 
Elektrons und U ein GeschwindigkeitspotentiM). Wir setzen das Ge- 
schwindigkeitspotentiM als Potenzreihe an: 

U = F. C~j~ x~ yJ z~ (3) 
ijk 

Die mathematische Behandlung wurde in 3 ausffihrlich dargestellt. 
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Aus der damit  gewonnenen Stromdichte j kannf las  am. Kernor t  r0 
erzeugte Abschirmfeld H'  (r0) und damit  der Tensor ~ der magnetischen 
Abschirmung des Kerns best immt werden: 

fi'( 0) 1 
=47~J I~0--~1~ 

d ,  (4) 

~ ' (~o)=- -~H (5) 

Der Tensor der magnetischen SuszeptibilitS~t ~ wird aus dem resul- 
t ierenden magnetischen Moment r5 berechnet:  

~fi = x ~ d~ (6) 
4~ 

r5 = ~ I2I (7) 

Da wir  die magnetische Suszeptibilit~t und magnetische Abschirmung 
der Kerne des Molekfils aus der Elektronendichte herleiten, mtissen wit 
bei der inkrements Behandlung eines Molekfils die Elektronendichte 
in einzelne Betrs aufteilen. Die Summe der Tensoren der Suszeptibili- 
tS~t und Abschirmung der einzelnen Beitrs soll dann den Tensor der 
Suszeptibilit~t und Abschirmung des ganzen Molekfils darstellen. Die 
Bedingungen ffir die Anwendbarkeit  dieses Modellansatzes werden in 2 
ausffihrlieh diskutiert. 

Bei der Aufteilung der Elektronendiehten folgten wir dem yon 
P o l a k  7 gezeigten Weg und somit den Vorstellungen einer Inkrement-  
systematik, wie sic yon H a b e r d i t z l  s u.a.  vorgesehlagen wird. (Eine 
neuere Ubersicht finder man z.B. in 9.) Die Beitr~ge der Bindungen, 
inneren Sehalen und einsamen Elektronenpaare zur magnetisehen 
Suszeptibilit~t und magnetisehen Abschirmung yon Kernen diamagne- 
tischer Molekfile werden einzeln aus den entsprechenden Diehteanteilen 
bereehnet. 

3. Verwendete Elektronendiehten 

Wir verwendeten ffir die Berechnungen die yon P o l a k  7 angegebenen 
SLO's (,,strictly localized orbitMs") ffir CH4, C2H6, C2I{4, C2H 2 und 
HCN. Es ist jedoeh im Rahmen des Verfahrens notwendig, eine 
Transformation der SLO's in das jeweilige Bindungskoordinatensystem 
durchzuffihren. Die Elektronendichten OAB der SLO's haben im all- 
gemeinen folgende Struktur :  

PAB ~--- q2 (~o A -t- b qgB) 2 (8) 
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wobei A und B Hybridorbitale darstellen, die am Kern A bzw. am 
Kern B zentriert  sind. q ist ein Normierungsfaktor und b ein Polarit~ts- 
parameter.  Die Hybridorbitale sind Linearkombinationen yon Slater- 
Orbitalen. Ffir den Orbitalexponenten des 1 s-Orbitals des Wasserstoff- 
atoms wurde ein von den Slater-gegeln leicht abweichender Wert  von 
1,2 verwendet.  Die s-Orbitale wurden mittels des L5wdinschen Ver- 
fahrens orthogonalisiert. Es werden die SLO's verwendet, die aus 
optimierten Hybridorbi talen aufgebaut sind und die optimal an die 
Elektronendiehte von ab initio SCF-Rechnungen mit Minimal-Basis- 
satz angepal~t wurden. 

Den in 2 gezogenen Schlul3folgerungen entsprechend wurden die 
Beitrgge von Mehrfachbindungen zur magnetischen Suszeptibilit~t und 
magnetischen Abschirmung von Kernen aus den gemeinsamen Elek- 
tronendichten von ~:- und s-Orbitalen berechnet. 

In 7 werden die Parameter ,  die s-Orbitale besehreiben, nicht explizit 
angegeben. Deshalb haben wit bier klassische ~-Orbitale verwendet (ffir 
das SLO der ~-Bindung sind qo A und B die entsprechenden 2p- 
Orbitale). Ffir das n-Orbital des HCN wurde der gleiche Polarit~ts- 
parameter  b wie flit die CN-c-Bindung verwendet.  

4. Berechnung der magnetischen Suszeptibilitiit 

Die Werte fiir die Suszeptibilit~t der SLO's sind in Tab. 1 zusam- 
mengestellt. Sie beziehen sich stets auf das Bindungskoordinaten- 
system (z-Achse in Richtung der Kernverbindungslinie). Beim i~ber- 
gang zum Molekfilkoordinatensystem mfissen entsprechende Trans- 
formationen vorgenommen werden (siehe z.B. 10). Die SLO's der 
inneren Schale haben ftir eine Atomsorte einen vom Molekiil unab- 
hs charakteristischen Weft,  da diese SLO's nut  dutch eine 
L6wdin-Orthogonalisierung der l s- und 2s-Slater-Orbitale erhalten 
werden. Vergleicht man in Tab. 2 die berechneten mit den experimen- 
tellen Werten, so sieht man, dab die mittleren Suszeptibilit~iten 
relativ gut  mit dem Experiment  iibereinstimmen. Die ~-Werte ffir 
Methan und Ethan  sind zu niedrig und die ffir die ~-Systeme Ethen,  
Ethin  und HCN zu hoch. Ftir die Anisotropien erhs man in allen 
F~illen zu niedrige Werte. In Tab. 2 sind weiterhin Ergebnisse aufge- 
ffihrt, die Ditchfield, Miller und Pople mit der Hartree-Fock-StSrungs- 
rechnung erhielten. Ws diese Methode bei zweiatomigen Mole- 
kfilen gute l~esultate ]iefert (siehe z.B. 16), wird bei den vorliegenden 
Systemen eine viel zu groBe Suszeptibilit~t erhalten. Das Verfahren 
liefert zu geringe paramagnetische Beitr~ge (Van Vleck-Term), da die 
zur Beschreibung der gestSrten Wellenfunktion verwendeten Basis- 
s~tze offenbar zu klein sind. Geht man yore lokalisierten Bild der 
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1. Beitr(ige der SLO% zur Suszeptibilitdit yon CH 4, CHa--CHa,  
CH.) = CH2, HC-= CH und HC - N (X in 10 -6 cgs-Einheiten) 

Molekfil S L 0  Xz XII 

CH 4 iC a - - 0 , 1 8  0,18 
CH - -  3 fi7 - -  3,42 

C H a - - C H  3 CH - -  3:80 3,41 
C- -C  - -  3,58 - -  3,45 

CHe = CHe CH - -  3,70 - -  3,48 
HC = CH Ct t  - -  3,63 - -  3,65 

C -  C - -  16,24 - -  15,34 
H C - N  iN a - - 0 , 1 3  0,13 

CN - -  3,62 3,68 
C~-N - -  13,90 12,59 
l a N b  - - 2 , 1 8  2,88 

Xxx Xyy Zzz 

CH2 =CH2 C = C  c - - 8 , 3 5  - -  11,17 - - 8 , 3 1  

a Be i t rag  der  inneren  Schale. 
b Be i t rag  des e ins~men E lek t ronenp~ares .  
e x-Achse senkrech~, zur  Molekfilebene. 

T~belle 2. Vergleich der berechneten Suszeptibiliteiten mit experimentetlen Werten 
und deren Berechnung in 11. z-Achse in R i c h t u n g  der  C- -C-B indung ,  y-Achse 

1 1 
senkrech t  zur  Mo]ek/i lebene ; A X = Xzz - -2  (Xxx + Xyy), X = 3 (Xxx + Xyy + Xzz) 

Molek/il Kompo-  Ber. Lit,. I• Exp.  
nen te  

CH 4 ~ 14,78 24,4 17,4 • 0,812 
CH3 CHa Zs 25,71 25,613 

Xjl 26,27 29,213 
~, 25,89 58,6 26,8 • 0,812 
A X + 0,56 + 3,613 

CH 2 = CH~ Xxx 25,69 
Xyy 23,51 
Xzz 23,27 

24:16 40,4 18,8 • 0,81~ 
A X - -1 ,33  

HC-=CH X• 23,86 20,115 
XI[ 23,00 24,61~ 
~. 23,57 34,7 21,615 
A X - - 0 , 8 6  + 4,515 

HC - N X• 20,01 24,7 14,415 
XH 19,46 21,615 
i 19,83 16,815 
A X 0,55 + 7,215 

17,514 
25,214 
20,114 

+7 ,7  in 
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Ladungsverteilung aus und w~hlt t in Molekfilkoordinatensystem, so 
liefern weir vom Ursprung dieses Koordinatensystems lokalisierte 
Ladungsverteilungen groge translatorische Beitr~ge zu )~P (siehe z. B. 
~, 10). Da in den Bereehnungen von Ditchfield et al. n die Eiehvarianz 
nicht berficksichtigt wurde, mfissen translatorische ZP-Beitr~ge allein 
durch den StSrungssatz erfaBt werden. 

Von den hier untersuchten Molekfilen wurde das Methan weitaus 
am hi~ufigsten berechnet (eine Zusammenstellung der Werte findet sieh 
z.B. in iv). Mit Ausnahme der eiehinvarianten Bereehnungen yon 
Hamelca18 (i  = - - 1 3 , 7 ) *  liegen alle diese Werte dem Betrag naeh fiber 

= - - 2 0 .  Mit einem lokalisierten Ansatz erreiehten Maestro und 
Moccia 19 mit ~ = 18,12 einen sehr guten Wert.  Scharibdshanow und 
Rebane 2o erhielten mit einer eiehinvarianten Methode, die sich yon der 
vorliegenden im wesentlichen dureh einen Ansatz ffir die E ichfunkt ionf  
unterscheidet, ffir Methan den Wert  ~ = - - 1 6 , 4  (Slater-Orbitale) und 
fiir E than  ~ = -  27,95 (Slater-Orbitale). Wir k6nnen somit den SchluB 
ziehen, dab zur Bereehnung mehratomiger Molekfile eichinvariante 
Methoden unerli~Blieh sind. Bei der HF-St6rungstheorie  kann Eieh- 
invarianz nur dureh eine konsequente Verwendung yon eiehinvarianten 
Atomorbitalen erreieht werden. 

Da die CHa-Suszeptibilit/it h~ufig als Test ffir quantenehemisehe 
Modellanss benutzt  wird, ist allerdings eine experimentelle Neu- 
bestimmung wiinschenswert. 

5. Inkrementeigenschaften der Suszeptibilit~itsbeitr~ge von lokalisierten 
Orbitalen 

Die Inkrementsysteme ffir den Diamagnetismus erlauben die Be- 
rechnung selbst groBer organischer Molekfile innerhalb der experimen- 
tellen Toleranzen und fibertreffen damit  alle derzeitigen M5glichkeiten 
quantenchemischer BerechnungS, 17. Zum Vergleich unserer Berech- 
nung mit Inkrementen ist das halbempirische Atom-Bindungsinkre- 
mentensystem yon Haberditzl s, 17 besonders geeignet, da die Aufteilung 
der Gesamtsuszeptibilit/~t in Einzelbeitr~ge yon Atomen und Bin- 
dungen dem lokalisierten Bild der Elektronenvertei lung entsprieht. 

Die in Tab .3  zusammengestellten Beitr~tge der inneren Sehale 
machen deutlich, dab diese Werte eharakteristiseh ffir das betraehtete 
Atom und somit weitgehend unabh~ngig von dessen elektroniseher 
Umgebung sind. 

Vergleicht man die C--H-Bei t rs  in verschiedenen Molekfilen, so 

* Alle Zahlenwerte ffir Suszeptibilits werden in - -10 6 cgs-Einheiten 
angegeben. 
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T~belle 3. Beitr@e der inneren Schalen zur Suszeptibilitdit 

511 

Li2 a LiH a LiF a 
iLi 0,78 0,66 0,70 

CO n C 
iC 0,18 0,18 

N2 a N 
iN 0,14 0,13 

CO n 
iO 0,11 

F2 a H~F a L i F  a 

iF  0,084 0,083 0,088 

LMO-Berechnung e n t n o m m e n  aus io 

T~belle 4. Berechnete Beitr@e der CH-Bindung in verschiedenen Mole]ciilen 

Molekfil CH-Beitr~g CH- Ink remen t  ngch s 

CH 4 3,36 
CH3--CH 3 3,67 4,2 
CH 2 = C H  2 3,61 3,6 
HC = CH 3,62 3,6 
HC = N 3,62 3,6 

T~belle 5. Transferabilit~it der SLO und LMO-Bindung.sbeitr@e und Vergleich 
mit Inlcrementen fiir die Suszeptibilitiit 

MolekfiI LMO bzw. SLO Suszept ibi l i tgt  I nk remen t  nach s 

CO n iO + 2 ( 1 ~ 0 )  b 3,75 3,6 
H F  a iF  + 3 ( l tF)  b 4,15 5,0 
Fsa iF + 3 ( l tF)  b 3,92 5,0 
N2 a iN + 1G N b 2,48 2,4 
HC-=N i N + I ~ N  b 2,54 2,4 
CH3---CH 3 C---C 3,54 3,6 
CH 2 = CH 2 C = C 9 A7 5,6 
HC -= CH C - C 15,93 13,519 
HC -= N C =- N 13,46 9,219 

a LMO-Berechnungen e n t n o m m e n  aus 10 
b Bezeichnungen nach  ~2 
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erh~tlt man einen nahezu konstanten Wert,  und zwar unabh~tngig vom 
Hybridisierungszustand des C-Atoms. Bemerkenswert ist weiterhin, 
dag das einsame Elektronenpaar  des Stiekstoffatoms nahezu die gleiche 
Suszeptibilit~t in N~ sowie in HCN aufweist, obwohl im ersten Fall 
LMO's (lokalisierte Orbitale 22) und im zweiten Fall SLO's zur Berech- 
nung verwendet werden (siehe Tab. 5). 

Betraehtet  man Tab. 5, so stellt man lest, dag bereehnete und 
halbempirisehe Inkremente durchaus vergleiehbar sind. Deutliche Ab- 
weichungen zeigen sich, ~hnlieh wie bei den Gesamtsuszeptibiliti~ten in 
Tab. 2, bei den =-Bindungen. 

Aus der Parallelit~t yon theoretischen Werten und halbempirischen 
Inkrementen und der Ubertragbarkei t  der Werte zwisehen versehie- 
denen Systemen kann gesehlossen werden, dag es mSglieh ist, auf der 
Grundlage yon lokalisierten Orbitalen ein wohldefiniertes Inkrement-  
system auf theoretischer Grundlage aufzubauen. 

6. Die magnetische Abschirmung von Protonen und 13C-Kernen 

Ergebnisse yon Berechnungen der magnetisehen Abschirmung yon 
Protonen findet man in Tab. 6. In der zweiten SpaRe ist der Beitrag der 
C--H-Bindung zum Tensor der magnetischen Abschirmung dargestellt. 
SpaRe 3 enths die Summe der McConnel-Beitrs 23, wobei die daffir 
erforderlichen Tensoren der magnetischen Suszeptibilit~t aus Tab. 1 
entnommen wurden. In SpaRe 5 sind der Gesamttensor der magne- 
tischen Abschirmung im Hauptachsensystem und die auf Methan 
bezogenen Mittelwerte ffir die einzelnen Molekiile dargestellt. SpaRe 4 
enth~lt die Elemente der Transformationsmatrix:  die den Tensor der 
magnetischen Abschirmung aus dem Koordinatensystem der C--H-  
Bindung in das Hauptachsensystem transformiert.  Die yon Ditchfield 25 
berechneten Werte ffir ~ sind in SpaRe 6 dargestellt und die bisher 
vorliegenden experimentellen Ergebnisse fiir die magnetische Ab- 
schirmung der Protonen in SpaRe 7. 

Alle berechneten Werte yon ~ sind um etwa 4,5 ppm zu grol~, die 
relativen auf CH 4 bezogenen Werte spiegeln die Tendenz innerhalb der 
berechneten Reihe richtig wieder. Eine Ausnahme bildet dabei Ethen.  

Ergebnisse yon Berechnungen der magnetischen Abschirmung der 
13C-Kerne sind in Tab. 7 zusammengestellt. SpaRe 2 enth~lt die Inkre- 
mente der magnetischen Abschirmung in den Koordinatensystemen, 
die den Symmetrien der jeweiligen Elektronendichten entsprechen. 
SpaRe 3 beinhaltet die Summe der McConnel-Beitrs wobei die daffir 
erforderlichen Tensoren der magnetischen Suszeptibilits aus Tab. 1 
entnommen wurden. In SpaRe 4 steht die berechnete Gesamtabschir- 
mung des Molekfils. SpaRe 5 enth$1t die yon Ditchfield 25 berechneten 
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Werte und Spalte 6 experimentelle Ergebnisse ffir die Tensoren der 
magnetisehen Absehirmung der laC-Kerne. 

Aus dem Vergleieh der bereehneten Werte  mit dem Exper iment  
k~nn man erkennen, da.13 die Absehirmtensoren yon laC-Kernen noeh 
rela.tiv gut  wiedergegeben werden, wenn d~s Motekfil l~ur ~-Bindungen 
ent.hglt. Es t reten jedoeh sehr groBe Fehler auf, sobMd eine ,~-Bindung 
vom laC-Kern ausgeht. Dies ist aussehlieglieh auf die sehleehte Ee- 
sehreibung der paramagnetisehen Absehirmung der laC-Kerne zurfiek- 
zuffihren, denn die ezz-Werte ffir C2H2 und HCN zeigen eine gute 
Ubereinstimmung mit den Exper imenten e6 und den Bereehnungen yon 
Ditch field 25. 

Zusammenfassend 1/~gt sieh zur magnetisehen Absehirmung sagen: 
Wenn wir yon der klassisehen Interpre ta t ion der ma.gnetisehen Suszep- 
tibilit~t X und der magnetisehen Absehirmung ~ ausgehen [Gleichungen 
(4) bis (7)], so erkennt man, daft die Suszeptibilitgt im wesentlichen 
dureh den Mittelwert der im Molektil induzierten Elektronenstrbme 
best immt wird, w~hrend die magnetisehe Abschirmung eines Kerns vor 
allem von der Stromdiehte in Kernndihe abh~ngt. 

Aus dem Vergleieh der bereehneten mit den experimentellen Werten 
ffir ~ und X ergibt sieh deshMb, d~13 der verwendete Form~lismus die in 
Kernn~he induzierten Strbme wesentlieh sehleehter besehreibt als die 
fiber den Gesamtbereich des Molekfils gemittelte Stromdiehte. Diese 
Aussage wird aueh dadureh gestfitzt, dal~ die Elektronendiehte in der 
Ns eines 13C-Kerns infolge der eingegangenen Bindungen sehr st~rk 
variieren kann, ws die Elektronendiehte in der N~he eines 
Protons im wesentliehen dureh das is-Orbital  des Wasserstoffatoms 
best immt wird und nur im kernfernen Bereieh v~riiert, tnsbesondere 
erseheint der VerI~uf tier Knotenfib~ehen yon groBer Bedeutung zu sein, 
wenn man die relati~r guten Ergebnisse des Tensors der magnetisehen 
Absehirmung von laC-Kernen flit CH 4 und C2H 6 mit den sehleebteren 
Ergebnissen ffir C2H4, C2H 2 und HCN vergleieht. 

Dank 

tlerrn Dr. se. Schmiedel danken wir ftir ~mregende Diskussionen. 
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